Outils mathématiques Annexe

Equations différentielles

En physique, on obtient parfois des équations dont I'inconnu n'est pas un nombre, mais une fonction. Par exemple on

pourrait se demander quelles sont les fonctions f égales a leurs dérivées :

Définition : Equation différentielle a coefficients constants

Une équation différentielle est une équation dont l'inconnu est une fonction f. Cette
équation fait intervenir f et ses dérivées (f', ", ...).

Lorsqu’elle se met sous la forme
aof +arf +asf’ + .. +anf™ =g

avec les a; des coefficients constants et g une fonction quelconque, on dit qu'il s’agit d’'une
équation différentielle a coefficients constants.

\. J

@ Remarque

On se limitera a ce cas |3 dans tout le programme de prépa.

n Equation différentielle homogéne

Définition : Equation différentielle homogeéne

Une équation différentielle est dite homogeéne si le terme de droite est nul :

af+aif +asf +..+anf™ =0

o Premier ordre

Définition : Equation différentielle du premier ordre

Une équation différentielle est dite du premier ordre lorsque qu’elle ne fait intervenir que f

et f'.

\

e Remarque

Ainsi une équation différentielle homogene du premier ordre s'écrit

aof + alf’ =0

Et on peut simplifier en divisant par a1 et en notant a = a0/a, :
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Théoréme : Solutions d’une équation différentielle homogene d’ordre 1

Toutes les solutions de I'équation
f'+af=0
Se mettent sous la forme
f:t— xe ™

Avec A\ € R qui peut prendre n'importe quelle valeur a priori

\.

On part de la solution : f(t) = Ae™® et on vérifie :

f'(t) = —axe™ = —af(t)

= f'+af=0

0 - .- . /
Lorsque I'on donne une condition initiale sur f, ceci fixe la valeur de A.

En imposant par exemple f(0) = 1, en reprenant |'expression de la solution ,on a

e V=1 — N=1

Donc dans ce cas la solution unique est

ft)y=e

e Deuxiéme ordre

Définition : Equation différentielle du deuxiéme ordre

Une équation différentielle est dite du deuxiéme ordre lorsque qu’elle ne fait intervenir que

£ f et £

@ Remarque

Ainsi une équation différentielle homogeéne du premier ordre s'écrit

af’ +bf +cf =0
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Théoréme : Solutions d’une équation différentielle homogene d’ordre 1

Pour trouver toutes les solutions de I'équation
af’ +bf +cf =0
Il faut définir le polyndme caractéristique de I'équation
P(X)=aX?+bX +c¢

et chercher ses racines (en passant par le discriminant A = b? — 4ac).

> A > 0 Les racines sont réelles :

_—b+VA

2a

_—b=vA

1
2a

2
Et les solutions de I'équation différentielle de la forme
f(t) = Ae™ 4 pemt

> A =0 La racine est réelle : i

" 2

Et les solutions de |'équation différentielle de la forme

() = (At + ) e

7o

> A < 0 Notons
b V-A
24 @ 2a
Les racines sont alors 11 = a+iw et ro = o —iw De sorte que les solutions de I'équation
différentielle se mettent de la forme

f(t) = e (A cos(wt) + psin(wt))

Dans chacun des cas, A et i1 peuvent étre n'importe quel réel.

@ Démo
> A > 0 Partons la solution donnée :

f(t) = Xe™t 4 pe™!
') = et + rope’?t
f”(t) — T12)\€T1t + 7"22/,L€T2t

Donc
af’(t) +bf'(t) + cf(t) = Mar1? +bry + ¢) €™ + plary?® + bry + ¢) e

Or 71 et 7o sont les racines du polynéme P(X) = aX? + bX + ¢, donc
ar? +bri+c=ars® +bra+c=0

Et on a alors bien

af’(t) +bf'(t) +cf(t) =0
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> A = 0 Partons la solution donnée :

f(t) = (At + p) ™
f'(t) = (Aot + rop + ) e
F(t) = (Arg*t 4+ ro*p + 2r)) €

Donc
af’(t) +bf' (t) + cf(t) = Mare? + bro + ¢) + plare? + bro + ¢) + A(2arg + b)) ™
Or rq est racine du polyndme caractéristique donc
arg> +bro+c=0

Et de plus

b
rg=—— = 2arg+b=0
2a

Ainsi on a bien

af”(t) +bf'(t) +cf(t) =0

> A < 0 On reprend le raisonnement qui nous a mené au premier cas :
f(t) = Xe™ 4 pe™t
La preuve fonctionne toujours et nous aurons bien, avec cette forme
af’ +bf +cf=0
A Ici \, € C a priori! Décomposons les en parties réelles et imaginaires :
X=X+ p=p +ay”

Montrons alors que cette forme est équivalente a celle donnée dans le théoréme :

£8) = At 4+ e

flt) = Aelotw)t 4 plamiw)t
F(t) = Xe® et + pet et
F(t) = e (e 4 pe )

Or I'équation différentielle est entierement réelle. Il ne peut donc pas y avoir de partie imaginaire a
la solution, ainsi :

f(t) = e (N cos(wt) — N sin(wt) + p’ cos(—wt)) — p’ sin(—wt))
f(t) = e (N + p) cos(wt) + (i — N') sin(wt))

On peut renommer

N+ = 2eR
M//_AI/%HER

Et ainsi on a bien

f(t) = e (X coswt + psinwt)
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Lorsque I'on donne une condition initiale sur f, ceci fixe la valeur de A. Puisqu'il y a deux
paramétres a déterminer, il faut deux équations : une sur f et une sur sa dérivée au méme

moment).

v/ Exemple

Prenons le cas A < 0 avec

Alors la premiére équation donne
e®(Acos(0) + usin(0)) =0 = A =0
Donc on peut simplifier

f(t) = pe* sin(wt)
() = pe®(asin(wt) + cos(wt))

Et de méme pour la deuxieme
FO)=1 = p=1

Donc la solution unique est
f(t) = e sin(wt)
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