Outils mathématiques Annexe

Eléments de surface / volume et systemes de
coordonnées

Pour exprimer un élément de surface ou de volume dans un systeme de coordonnées en un
point M, on déplace ce point de facon infinitésimale selon les coordonnées qui nous intéressent
et on reléve la forme géométrique ainsi tracée.

n Coordonnées cartésiennes
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° Elément de surface

On s'intéresse a la surface plane S : z = zp . Prenons le point M = (x,y, 29) dans cette surface et déplacons-le
infinitésimalement en restant dans la surface considérée : M’ = (z + dx,y + dy, z0). On trace alors un petit rectangle
d'aire dzdy. Donc I'élément de surface s'exprime

[ a8 = dzdy & ]

@ Remarque

Le raisonnement est le méme si on choisit les autres plans (Oyz) ou (Oxz).

e Elément de volume

On procéde de méme, mais cette fois-ci on déplace également le point selon la troisitme coordonnée, vers M’ =
(x + dz,y + dy, z + dz). Cette manipulation trace alors un élément de volume

dV = dzdydz ]

@ Remarque

Dans chacun des cas précédents, le résultat est homogene. En effet, dz, dy et dz sont des longueurs donc
d:z:dye_z> est bien une surface et dxdydz un volume.
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n Coordonnées cylindriques

o Elément de surface

A.1 Section du cylindre

Dans ces coordonnées, passer du point M = (7,6, z9) au point M’ = (r + dr, 0 + df, zp) trace un petit rectangle (voir
premiére remarque) de cotés dr et rdf. Donc I'élément de surface associé est

cﬁ = rdrdf e_z>

@ Remarque

La forme tracée n'est pas vraiment un rectangle, c'est plutét un bout d'anneau d'épaisseur dr et d'angle
dé.

dr (r +dr)dé

Les deux bords droits mesurent dr et les bords arrondis respectivement rdf et (r + dr)df = rdf + drdé.
Si on veut s'arréter un premier ordre du développement limité, cette derniére longueur est finalement la
méme que la premiere : rdd. Ce qui justifie I'approximation a un rectangle.

drdd = o(rdf)
——
deuxiéme ordre

@ Remarque

Attention ici df est un angle donc une grandeur sans dimension. Il faut donc bien 7 dans le résultat pour
avoir une surface a la fin.

A.2 Contour du cylindre

Ici on a a nouveau une forme que I'on peut approximer a un rectangle de cotés rdf et dz (voir schéma ci-dessus)
donc
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a8 = rdodz e

@ Remarque

Attention a l'orientation : cette fois-ci la vecteur perpendiculaire est dirigé selon e

e Elément de volume

En combinant les raisonnements précédents, lorsque I'on fait varier infinitésimalement toutes coordonnées M’ = (r +
dr,0 + df, z + dz), on dessine un petit cube (au premier ordre) de cbtés dr, rdf et dz donc

dV = rdrdfdz ]

@ Remarque

Dans ces trois derniers calculs, le résultat dépend de la coordonnée r. Cela veut dire que les éléments de
surface (et de volume) ne sont pas tous égaux : ils "s'agrandissent” a mesure que r augmente.
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m Coordonnées sphériques
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o Elément de surface

On se limite a étudier un élément de surface perpendiculaire a la direction radiale (morceau de sphére) car c'est en
pratique le seul utilisé.

Prenons le point M = (r,0, ). Avec un peu de trigonométrie basique, on peu exprimer la distance qui le sépare de
I'axe z :
[ =rsinf

Ainsi le petit angle dip va tracer un arc de longueur rsin 6 dp. De facon plus simple I'angle dé trace un arc rdf. Ce qui
donne une surface
dS = (rdf) (rsinf dyp)

Donc finalement

(@ =r? sinﬁd&dgoe_r> ]

e Elément de volume

Ensuite on peut étirer selon la direction e, d'une quantité infinitésimale dr d’ol un volume élémentaire

dV = r?sin @ drdody ]

@ Remarque

Comme pour les coordonnées cylindriques ces éléments varient en taille en fonction de M, en particulier
les éléments a I'équateur (6 = 7/2) sont "plus grands” que ceux aux poles (0 € {0,7}).
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