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Introduction

Dès la fin du dix-neuvième siècle, l’étude des comportements des conducteurs est un sujet central
dans la compréhension de la matière. À l’aide de diférents modèles historiques, nous allons tenter de
comprendre tout d’abord les phénomènes de conduction électrique, mais par la même occasion, l’évolution
et la critique d’un modèle.

1 Drude...

1.1 Cadre de l’étude
b Sanz p.587

L’enjeu est d’expliquer les milieux conducteurs.

Définition : Milieu conducteur

Il s’agit d’un milieu qui vérifie la loi d’Ohm locale

j = σE

Où j est la densité de courant dans le conducteur, σ est une constante de proportionnalité appelée
conductivité et E est le champ électrique qu’on applique sur le système

Il est trèèèèèèès important de bien poser les hypothèses, et d’indiquer clairement à quel moment du
calcul on en a besoin, pour finalement revenir dessus à la fin et les critiquer. Voici tout d’abord le modèle
le plus simple imaginé par Drude en 1900 pour décrire le transport électrique dans un conducteur :

Hypothèses

1. Les électrons sont les seuls responsables du transport de l’électricité, on
peut dès lors écrire que si les électrons vont à une vitesse moyenne < v >
et que leur densité est n

j = −ne < v >

2. Les électrons n’interagissent pas entre eux.
3. On modélise l’interaction d’un électron avec le solide par des chocs qui

redistribuent aléatoirement la vitesse de l’électron. On note τ ∼ 10−14 s
le temps moyen entre deux chocs (pour un électron donné).

4. Les électrons sont soumis à un champ électrique E (on suppose que ce
champ correspond au champ appliqué : on néglige les effets diélectriques)

5. Les vitesses mises en jeu sont non relativistes
6. Les électrons sont classiques
7. Pas de gradient de température

Un petit schéma avec des collisions ça mange pas de pain...

1.2 Conductivité
On peut à présent s’attaquer au calcul... Tout d’abord, on imagine un électron ayant une quantité de

mouvement p à un instant t. Pendant l’instant dt qui suit, il y a deux possibilités :
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Évènement Probabilité p(t+ dt)

Choc dt
τ pa

Libre 1− dt
τ p(t)− eEdt

C’est directement l’hypothèse 3 qui nous permet d’écrire les probabilités. Quant aux quantités de
mouvement, elles sont données par les hypothèses 3 et 4... La quantité de mouvement pa après un choc
est totalement aléatoire, donc en moyenne nulle : < pa >= 0. On en déduit ainsi une équation pour la
quantité de mouvement moyenne des électrons :

< p(t+ dt) >=
dt

τ
0 +

(
1− dt

τ

)
(< p(t) > −eEdt)

d

dt
< p >= −eE− 1

τ
< p >

Ainsi on retrouve une équation standard pour un électron soumis à un champ extérieur E et freiné
par un des frottements fluides, modélisés par les chocs. Il est alors important de remarquer qu’on a accès
directement à la vitesse limite des électrons :

< v >lim= −eτE
me

Et donc on a retrouvé une expression pour la conductivité (on néglige le régime transitoire de durée
τ ∼ 10−14 s) :

j = −ne < v >lim= σE σ =
ne2τ

me

Moyenne

Moyenne d’ensemble sur un volume mésoscopique

1.3 Victoires et défaites de Drude
b BUP, p.289
b Aschcroft, p.26

C’est cool parce qu’on a une expression simple de la conductivité... En plus à l’époque, ce qui a
vraiment fait que ce modèle a été retenu c’est qu’il permet de retrouver la loi empirique de Wiedeman-
Franz. Je pense pas qu’on ait besoin, dans le cadre de cette leçon de rentrer dans les détails de cette
loi... Mais on donne quand même quelques éléments de compréhension pour les questions :

κ

σ
= LT

Avec κ la conductivité thermique, on peut montrer que son expression est :

κ =
1

3
v0cvl

Et pour un gaz d’électrons, cv = 3
2kBT . Ainsi, puisque pour Drude, l est indépendant de T , on

retrouve la loi empirique de Wiedeman-Franz avec{
σ ∝ 1√

T

κ ∝
√
T

=⇒ κ

σ
∝ T
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Par contre on peut attaquer le modèle de Drude sur de nombreux aspects... Et on va même voir que
toutes ces victoires ne sont que des coïncidences !
Le paramètre τ est un peu une boîte noire... On sait qu’il est relié au libre parcourt moyen l via la
relation :

τ =
l

v0

Mais on y accède empiriquement par la définition de la conductivité. Connaissant n (pour des ions
monovalents par exemple) et σ, on remonte à τ et Drude trouve 10−14 s (c’est bien dans ce sens-là). Pour
Drude, l devait être de l’ordre de quelques Å et la vitesse des électrons v0 = l/τ est due à l’excitation
thermique :

1

2
me < v2 >=

3

2
kBT =⇒ v0 ∝

√
T

Donc v0 ∼ 106 m · s−1. Et là on pourrait se dire "MAIS QU’EST-CE QUE C’EST QUE ÇA ! ? On vient
de dire que la vitesse des électrons était due au champ électrique !"... En fait, la vitesse thermique est
de moyenne nulle donc elle ne nous intéresse pas dans la conduction électrique. Par contre à l’échelle
microscopique, c’est cette vitesse qui domine 106 m · s−1 contre 10−4 m · s−1 pour celle acquise sous effet
de E b BUP, p.291 , donc c’est elle qu’on prend en compte dans le calcul du libre parcourt moyen. On
a alors la prévision de Drude :

— v0 ∼ 106 m · s−1 =⇒ l ∼ 1 Å (par définition indep de T dans ce modèle)
— σ ∝ 1√

T

— κ ∝
√
T

MAIS empiriquement, on peut accéder au libre parcourt moyen en diminuant progressivement l’épais-
seur du conducteur (cf. Figure) b BUP, p.290 . La valeur obtenue est plutôt de l’ordre de 100 Å donc
deux ordres de grandeurs de plus que prévu... Heureusement ce n’est pas l qui compte pour la conduc-
tivité, mais τ et on verra, grâce dans la partie suivante que Drude s’est aussi trompé d’un facteur 100
sur la vitesse des électrons, ce qui compense l’erreur précédente !

Pour ce qui est de la loi de Wiedeman-Franz, on verra également dans la partie suivante que sa
vérification est totalement fortuite car en réalité, on observe plutôt que κ est indépendant de T et σ ∝ 1/T !

Remarque

On n’a pas parlé de la valeur du coeficient de proportionnalité L dans Wiedeman-
Franz... Et bien encore par un heureux hasard, Drude trouve la bonne valeur à
un facteur 2 près... C’est quand même fou !

Libre parcours moyen

b Ashcroft p.61
Pour montrer que le libre parcours moyen est indépendant de la température.

2 ... Vs Sommerfeld...

2.1 Introduction
Puisque Drude semble fonctionner un peu par chance, tout ne devrait pas être à jeter... On garde

donc l’expression de la conductivité (et celle de κ mais ça on n’en parle toujours pas à l’oral, faut juste
le savoir au cas où). On introduit la nécessité de prendre les électrons quantiques en montrant que la
longueur d’onde thermique de de Broglie est plus grande (ou du même ordre de grandeur) OUI que la
distance entre atomes.
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En 1926, Fermi et Dirac introduisent la statistique de Fermi-Dirac qui régit le comportement des
fermions comme les électrons. En 1927 Sommerfeld (encore lui, quel mec stylé quand même) applique
cette statistique aux électrons responsables de la conduction électrique dans les métaux. Les électrons
sont maintenant considérés comme des particules quantiques mais toujours libres.

Il est important de clarifier le but de cette partie : puisque σ garde la même forme, on cherche à mieux
maîtriser le terme τ . On cherche donc une nouvelle expression de la vitesse des électrons, en cohérence
avec les valeurs de τ et l imposées par l’expérience.

2.2 Détail du calcul
En particulier, un électron vérifie donc l’équation de Schrödinger stationnaire avec potentiel nul :

H ψ(~r) = − ~2

2m
∇ ψ(~r) = E ψ(~r)

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
= E ψ(~r)

dont la solution est une onde plane (on néglige les CL) :

ψ~k(~r) =
1√
V
ei
~k·~r E(~k) =

~2~k2

2m

avec ~k le vecteur d’onde. Il est intéressant de remarquer que ψ~k(~r) est un vecteur propre de l’opérateur
impulsion ~p = −i~~∇ car on a

−i~~∇ ei
~k·~r =~̄kei

~k·~r

Puisqu’une particule qui se trouve dans un état propre d’un opérateur possède comme valeur définie
de l’observable sa valeur propre, alors on peut associer une impulsion à un électron dans le niveau ψ~k(~r) :

~p = ~~k

On peut donc réécrire l’énergie :

E =
~p2

2m

Écrivons maintenant les conditions aux limites périodique de ce volume V = L3, dites conditions de
Born-Von Karman :

ψ~k(x, y, z + L) = ψ~k(x, y, z)

ψ~k(x, y + L, z) = ψ~k(x, y, z)

ψ~k(x+ L, y, z) = ψ~k(x, y, z)

cela impose notamment eikxL = eikyL = eikzL = 1, doù la quantification du vecteur d’onde :

kx,y,z =
2π

L
nx,y,z , nx,y,z entiers

L’espace des k est donc constitué d’un réseau cubique de coté 2π
L , un point occupe un espace (2π)3

V ,
soit un densité uniforme g(k) = V

(2π)3 .
Nous pouvons maintenant construire un état fondamental à N électrons. Les électrons respectent le

principe de Pauli donc remplissent les niveaux d’énergie par énergie croissante, du plus bas en énergie
jusqu’à un état d’énergie maximum EF dite énergie de Fermi et associée à un vecteur d’onde de Fermi kF
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tel que EF =
~2k2F
2m . Par isentropie de l’expression donnant l’énergie des électrons, aucune direction n’est

privilégiée et l’ensemble des états occupés représente donc, dans l’espace des k, un sphère de rayon kF .
On a donc une expression du nombre N d’électrons :

N = 2

(
4

3
πk3F

) (
V

8π3

)
on en tire n = N

V

n =
k3F
3π2

Là encore, on a réussi à relier une grandeur macroscopique n à une grandeur microscopique kF . On
peut alors exprimer kF juste avec n qui est connu !

On peut alors exprimer une vitesse typique des électrons, dite vitesse de Fermi vF = pF /m :

vF =

(
~
m

)
kF .

On peut légitimer pourquoi on prend kF avec le déplacement de la sphère : seuls les atomes aux bords
de la sphère comptent pour la conduction.

OdG

L’énergie de Fermi est équivalente généralement, en température à 10 000 K. Ce
qui donne une vitesse de Fermi entre 105 et 106 m · s−1

2.3 Victoire et défaites du modèle de Sommerfeld
Tout d’abord, la contribution principale de Sommerfeld a été d’appliquer la statistique de Fermi-Dirac

à des électrons, cela peut paraître normal actuellement mais ce pas a été décisif.

Une réussite majeure du modèle de Sommerfeld a été de retrouver la valeur du libre parcours moyen
mesurée expérimentalement, ce que le modèle de Drude n’était pas capable de faire. On multiplie l par
100 et on atteint bien la centaine d’Ångström (τ reste le même et on change juste Γ)

Pour la détermination de σ, on remarque que la détermination de σ dans le cadre du modèle de Drude
n’est pas affectée par les nouvelles hypothèses de Sommerfeld (toujours un gaz d’électrons libres). Ainsi,
on a encore

σ =
ne2l

mev0
=
ne2τ

me

mais ici on a v0 =
( ~
m

)
kF indépendant de T donc σ est indépendant de T , ce qui est toujours pas

bon, σ est en 1/T empiriquement (cf. Loi de Nernst-Einstein !)

De même, on reprend l’expression de κ pour laquelle il faut trouver l’expresion de cv dans le mo-
dèle du gaz de fermions. Après des calculs dont le développement ici n’aurait aucun sens, on trouve
cv = π2

2 (kBTEF ) nkB . On a alors l’expression de κ pour un gaz de fermions.

On peut alors exprimer le rapport κ
σT et, oh miracle, on retrouve

κ

σT
=
π2

3

(
kB
e

)2

= 2.44 × 10−8 W · Ω ·K−2

Cette fois-ci, on retrouve bien la valeur obtenue expérimentalement, sans facteur 2 parasite !
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Drude Sommerfeld

Pour finir sur Wiedemann-Franz, on remarque que passer d’électrons classiques à des électrons fer-
mioniques modifie la valeur de cv et permet de revenir à une valeur comparable à celle mesurée expéri-
mentalement.

Mais on se doute bien que ce modèle n’est pas parfait ! Par exemple, on a ici une conductivité indé-
pendante de la température, ce qu’on sait faux car expérimentalement σ ∝ 1/T . On doit introduire cette
dépendance de manière ad hoc dans τ et c’est pas ouf pour le modèle...

Défauts du modèle des électrons libres

b Aschcroft p.65 (extrait sur site)
Choisir un des point suivant pour la transition. Je rajouterai bien que l’un des
problème essentiel est qu’un modèle basé sur des électrons libres n’explique pas
l’existence des isolants !

3 ... Vs Bandes !

3.1 Obtention des bandes
Le problème de ces deux modèles est qu’ils considèrent des gaz parfaits d’électrons, et ne prennent

à aucun moment en compte la structure du solide, en particulier sa structure périodique. Dans cette
partie, on va décrire avec les mains ce qu’il se passe pour un réseau 1D afin de voir la conséquence de la
périodicité. On ne remet en cause que le caractère libre des électrons, pas leur caractère indépendant.

On a vu que l’énergie d’un électron libre était

E0 =
~2k2

2m
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E

k
Considérons un réseau 1D, de pas a. Il existe un théorème (Bloch) qui permet de remarquer que les

énergies sont les mêmes pour k et k + 2π/a (périodicité dans l’espace réciprque). Ceci permet de de se
restreindre à k ∈ [−π/a, π/a], quitte à choisir k → k + 2nπ/a. Ainsi les énergies possibles sont, avant
perturbation E0 convoluées par un peigne de Dirac.

0 2π
a

2π
a

π
a

π
a

E

k

Lorsque k ∼ 0, la longueur d’onde cristalline (attention, k n’est plus le vecteur d’onde des électrons ! ! !)
est grande devant a. Le mouvement libre est donc peu modifié. Par contre en approchant des bords π/a,
on a des interférences qui apparaissent (fait joliment à la main b BUP, p.313 encore lui ! ! ! ), le réseau
ne joue plus un rôle négligeable et doit être pris en compte. Les énergies sont donc légèrement modifiées
aux bords :

8



On observe une levée de dégénérescence, qui se traduit par l’apparition d’un gap énergétique (une
"bande interdite" en bon français...). C’est-à-dire que les énergies accessibles ne forment plus un conti-
nuum, il y a des bandes d’énergie.

On a une autre manière de voir cette apparition de bandes : pour un atome d’hydrogène, les niveaux
d’énergies sont quantifiés. Lorsqu’on en ajoute un autre, les niveaux sont dédoublés avec une légère dégén-
rescence... À chaque fois qu’on rajoute un atome, on créer de nouveaux niveaux légèrement dégénérés, et
donc au cas limite où ce nombre est très grand (1023), les niveaux d’énergies accessibles sont des bandes
continues séparées par des gap.

http://toutestquantique.fr/metaux/

3.2 Interprétation
Puisque les électrons sont des fermions, on remplit les états par ordre croissant d’énergie. Il y a alors

plusieurs cas possibles :
Conducteur Le dernier niveau (niveau de Fermi) est dans une bande. Alors l’application d’un champ

électrique va avoir pour effet de déplacer les électrons de Fermi, sans aucune différence avec la
partie précédente.

Isolant Le niveau de Fermi est le dernier niveau de la bande... Alors un champ électrique ne pourra
plus faire bouger les électrons !

Il y a alors deux façons de voir les choses... Les voici et chacun choisit ce qu’il préfère.
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Figure 3.1 – b Simon p.174 Les électrons sont accélérés donc voient leur impulsion ~k augmenter...
Ceci implique, un courant global dans le cas d’un métal. Mais pour un isolant, l’état final est le même
que l’état initial, il n’y a pas de courant créé.

E

e-

e-

Métal Isolant

Figure 3.2 – Les électrons accélérés gagnent un peu d’énergie et peuvent alors bouger dans le réseau.
Ceci laisse place à un trou qui est directement rebouché par mouvement successif des électrons. Ainsi, le
gain en énergie d’un électron implique l’existence d’un courant. Dans le cas d’un isolant, aucun électron
ne peut gagner d’énergie.

10



Figure 3.3 – Représentation de quelques surfaces de Fermi tirée du b Simon p.175 . On remarque que
le potentiel est plus fort pour le cuivre, tandis qu’il est quasi-nul pour le potassium (la sphère est peu
déformée).

Questions
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