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Introduction

Les mouvements de rotations sont partout (rotation de la Terre sur elle-même, toupie, atome...) leur
dynamique est très complexe mais peut-être simplifiée dans certains cas. Notamment les nombreuses
analogies qui existent entre les différents domaines de la physique (et que nous allons illustrer) nous
permettent un traitement plus efficace des problèmes.

Ici nous allons nous intéresser à un mouvement particulier de rotation : le mouvement de précession.

1 Précession d’une toupie

1.1 Motivation
On a tous déjà fait l’experience avec une toupie : en la lançant avec un certain défaut de verticalité,

en plus de sa rotation principale autour de son axe, ce même axe lui tourne également plus lentement
autour de l’axe verticale.

https://www.youtube.com/watch?v=L8pH6fww0Yc

Définition : Précession

Ce genre de mouvement, où l’axe de rotation tourne lui-même autour d’un autre axe est appelé
précession. Il est caractérisé mathématiquement par une équation du type

dA

dt
= Ω×A

Où A est le vecteur qui précesse autour de Ω

Figure 1.1 – Dans ce cas, A est la rotation de la toupie.

Dans ce genre de mouvement, A décrit un cercle perpendiculaire à Ω. En effet en projettant
l’équation selon ez (prenons Ω = Ωez), on a

Ȧz = 0

Ce qui veut dire que A décrit une trajectroire dans un plan orthogonal à ez. De plus, les projections
sur les deux autres axes donnent bien une trajectoire circulaire :
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{
Ȧx = −ΩAy
Ȧy = ΩAx

=⇒
{
Ax = r cos Ωt
Ay = r sin Ωt

1.2 Positionnement : angles d’Euler
b Pérez, Mécanique fondements et applications, p.407
On cherche maintenant à formaliser le problème. On considère un solide, libre de tourner dans toutes

les directions de l’espace. On peut alors lui associer des angles qui définissent sa position et appelés angles
d’Euler

Définition : Angles d’Euler

Les angles portent des jolis petits noms (dont on reconnaitra l’un d’eux puisqu’il est dans le titre
de la leçon OMG)

— Angle de précession autour de z : ψ
— Angle de nutation autour de u : θ
— Angle de rotation propre autour de z′ : ϕ

Figure 1.2 – Les angles d’Euler sont définis afin de caractériser toutes les rotations possibles. On peut
montrer en live sur le gyroscope ou bien sur cette animation :
https://demonstrations.wolfram.com/EulerAnglesPrecessionNutationAndSpin/popup1

On peut alors décomposer le vecteur vitesse de rotation Ω selon les vecteurs :

Ω = ψ̇ez + θ̇u + ϕ̇e′z

Jusque là, on n’a pas fait de lien avec la précession de la toupie... On va donc voir dans quel cadre se
situer pour retrouver ce mouvement !

1.3 Approximation gyroscopique et précession de la toupie
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Définition : Approximation gyroscopique

Dans cette approximation, on suppose que l’une des composantes du moment cinétique est très
grande devant les autres. Dans le cas de la toupie, le moment cinétique en O, le point de contact
avec le sol, s’écrit

LO = IΩ =
↑

symétrie

 IuΩu
IuΩw
Iz′Ωz′

 =

 Iuθ̇

Iuψ̇ sin θ

Iz′(ϕ̇+ ψ̇ cos θ)

 =
↑

App. gyr.

 0
0

Iz′ ϕ̇


Ainsi, pour négliger des termes il faut des conditions sur les vitesses de rotation ET sur les
composantes du tenseur d’inertie.

Exemple de la toupie

On veut pouvoir écrire L = L ez′ il faut donc vérifier les conditions{
|ϕ̇| � |θ̇|, |ψ̇|
Iz′ � Iu

La condition sur les vitesses de rotation est facilement vérifiée puisqu’on lance la
toupie uniquement suivant son axe de rotation propre. La condition sur les moments
d’inertie impose une certaine forme : en notant H sa hauteur (suivant z′) et R son
rayon typique, on a

Iz′

Iu
� 1 =⇒ mR2

mH2
� 1 =⇒ R2 � H2

Il faut donc une toupie plutôt large et basse, ce qui correspond à l’intuition qu’on
peut se faire.

Cette situation correspond bien à celle de la toupie qu’on lance avec une grande vitesse de rotation
propre (et sans autre vitesse de rotation apriori). On applique alors directement le théorème du moment
cinétique (dans le référentiel fixe (Oxyz), en supposant que seule la gravité exerce un moment sur la
toupie (contact parfait et réaction du support qui a un moment nul)) :

dL

dt
= OG×mg

On note l la distance de G au point de contact O : OG = le′z. De plus, dans l’approximation
gyroscopique, on a vu qu’on pouvait écrire

L ∼ Iz′ ϕ̇ez′

Et ainsi l’équation devient une équation de précession !

dL

dt
=
mgl

Iz′ ϕ̇
ez︸ ︷︷ ︸

Ω

×L

Où Ω est la pulsation de précession. C’est donc la gravité qui est entièrement à l’origine de cette
précession !

Remarques
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· C’est le déséquilibrage de la toupie (par la gravité) qui est à l’origine du mou-
vement de précession
· On peut remarquer visuellement qu’on a bien |ϕ̇| � |ψ̇|
· Le vecteur vitesse de rotation est parallèle au forçage.
· On peut prévoir le sens de la dérive : il faut appliquer la règle de la main droite
avec le pouce : ez′ , l’index : F la force (ici mg) et le majeur donne la direction
de la déviation).

Manip’ : Précession d’un gyroscope déséquilibré

On illustre le phénomène précédent avec le gyroscope, sur lequel on
attache un petit poids... On prévoit le sens de la précession grâce aux
considérations précédentes (on peut même montrer que la précession
change de sens quand on soulève le poids)

· On vient a priori de montrer un résultat paradoxal : une force qui déséqui-
libre une toupie créera une déviation orthogonale à elle-même ! Ce résultat qui
peut paraître dérangeant est parfois connu sous le nom de paradoxe gyro-
scopique.

Blablabla le macro c’est trop facile et tout le monde sait qu’un atome c’est un peu comme un gyroscope...

2 Moment cinétique de l’électron

b Perez, p.443

2.1 Approche semi-classique
Dans cette approche semi-classique, on considère que l’électron, représenté par le point P , est en

orbite circulaire de rayon R autour d’un noyau fixe O. On peut alors assimiler sa trajectoire à une
boucle de courant. On a donc un dipôle magnétique de moment magnétique ~µ. On associe un repère
(~er, ~eθ, ~ez′). Voir le schéma réalisé sur Ink.

C’est le moment de déterminer ce moment magnétique ~µ ! Comme on assimile la trajectoire de l’élec-
tron à une boucle de courant de surface S d’intensité I, on a :

~µ = IS ~ez′

I est calculé comme I = q
T avec q = −e et T = 2πR/v la période de révolution (on a noté v la vitesse

de l’électron). On écrit facilement S = πR2. Il vient alors

~µ =
−evR

2
~ez′

Comme on a un objet en révolution autour d’un axe fixe, on peut calculer un moment cinétique comme
on l’a déjà fait en mécanique képlérienne. Par définition, on a :

~LO = ~OP ×m~v
~LO = Rmv (~er × ~eθ)
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~LO = Rmv ~ez′

On remarque alors que les moments magnétique ~µ et cinétiques ~LO sont liés :

~µ =
−e
2m

~LO = γ~L0 (2.1)

Cette relation qui lie les aspects cinétique et électromagnétique de l’électron fait apparaître γ le
rapport gyromagnétique de l’électron

γ =
−e
2m

= −8.8× 1010 T−1 · s−1

2.2 Effet d’un champ ~B uniforme

Compliquons le problème en appliquant un champ extérieur ~B = B~ez stationnaire et uniforme. On
suppose toujours que la trajectoire de l’électron est circulaire. Voir schéma v2.

R

μ

orbite 

O

P

B0

Le théorème du moment cinétique écrit en O dans le référentiel R(~ex, ~ey, ~ez) supposé galiléen s’écrit :(
d~LO
dt

)
R

= ~µ× ~B (2.2)

En utilisant l’équation ? on a

(
d~LO
dt

)
R

= −γ~LO × ~B(
d~LO
dt

)
R

= ~ΩP × ~LO

(2.3)

On a noté ~ΩP = e
2m

~B le vecteur vitesse de précession et on remarque qu’on retrouve bien une équation
de précession de la forme déjà établie.

Étudions le mouvement qui correspond à cette équation !
— conservation de la norme du moment cinétique : on multiplie scalairement l’équation de

précession par le moment cinétique ~LO.(
d~LO
dt

)
R

· ~L0 = 0 =

(
d ||~LO||2

dt

)
R
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— conservation de la composante de ~LO selon ~ez : on multiplie scalairement l’équation de
précession par ~ez et comme ~LO est aussi selon ~ez, on a :(

d~LO
dt

)
R

· ~ez = 0 =

(
dLzO
dt

)
R

— nature du mouvement : au vu des deux considérations ci-dessus, le vecteur ~LO décrit un cône de
sommet O, d’axe (Oz′) , c’est donc bien une précession ! Schéma !

Remarques sur la vitesse de rotation

Le vecteur vitesse de rotation est colinéaire au forçage, ici le vecteur ~B, A
METTRE EN REFERENCE A CE QUI A DEJA ETE FAIT

Pour un B de 1 T (ce qui est déjà pas mal), regardons l’OdG de ||~ΩP || ' 1011 rad
·s−1. Ce vecteur traduit la pulsation associée à la rotation de ~LO (ou ~µ) autour de
l’axe (Oz′). On peut comparer cette pulsation à la pulsation associée au mouvement
orbital de l’électron ωorbite :

ωorbite =
v

R
=

v

a0
= w

106

50× 10−12
= 1027 rad · s−1

On a alors ||~ΩP || � ωorbite, le mouvement de précession du moment cinétique de
l’électron se fait de façon très lente comparé à son mouvement circulaire. En parti-
culier, cela confirme l’hypothèse que l’électron reste sur une orbite circulaire, malgré
la présence du champ magnétique extérieur.

2.3 Effet d’un champ ~B tournant
On applique désormais un champ magnétique de la forme :

~B = B0 ~ez︸ ︷︷ ︸
~B0, champ uniforme

+ B1 (cosωt ~ex + sinωt ~ey)︸ ︷︷ ︸
~B1, champ tournant dans le plan xOy

On s’intéresse encore à l’électron dont la trajectoire est assimilée à une boucle de courant et de moment
magnétique ~mu. Le référentiel d’étude est toujours R et on notera R′ le référentiel tournant à ~ω = ω ~ez
autour de R(~ex, ~ey, ~ez) et qui suit donc le champ ~B. On notera que ce référentiel n’est pas galiléen !

On applique le TMC à l’électron, dans R, par rapport à O :

(
d~LO
dt

)
R

= ~µ× ~B(
d~LO
dt

)
R

= −γ
(
~B0 + ~B1

)
× ~L0

(2.4)

On utilise maintenant la formule de changement de référentiel pour la dérivation :(
d~LO
dt

)
R

=

(
d~LO
dt

)
R′

+ (ω ~ez)× ~L0 (2.5)
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En combinant les équations (2.4) et (2.5), on obtient :

(
d~LO
dt

)
R′

= −
(
γ ~B0 + γ ~B1 + ~ω

)
× ~L0(

d~LO
dt

)
R′

= (~ω0 + ~ω1 − ~ω)× ~L0(
d~LO
dt

)
R′

= ~Ω′P × ~L′O

où on a noté ~Ω′P = ~ω0 + ~ω1 − ~ω. On remarque qu’on retrouve une équation de précession (vous êtes
surpris hein ? )

Le mouvement est donc le même que précédement dans le référentiel tournant. Il y a quand même
un avantage à travailler avec un champ tournant : lorsque ω = ω0 (on rappelle que ω est la pulsation
de rotation du champ tournant et ω0 est proportionnel à la composante uniforme de ce champ, cette
condition est donc possible à obtenir), on a ~Ω′P = ~ω1. Dans ce cas, la précession se fait autour de la
partie tournante de ~B, comme si la partie uniforme n’existait pas. On appelle cette condition la condition
de résonance. Quand la résonance est atteinte, l’égalité des vecteurs vitesse de rotation s’écrit γ = − ω

B0
.

À la résonance on peut donc obtenir la valeur de γ.

Application à la spectroscopie RMN

Découverte en 1946 par E. Purcell et F. Bloch (oui le Bloch des ondes de Bloch), la
spectroscopie RMN utilise cette condition de résonance pour déterminer les struc-
tures de molécules. Les moments magnétiques étudiés sont ici ceux des noyaux.
Le champ statique | ~B0| est de quelques T. Pour une pulsation ω du champ tournant
choisie au hasard, les moments magnétiques précessent autour de ~B0. La pulsation ω
est ensuite modifiée pour obtenir la condition de résonance où les moments magné-
tiques changent d’axe de précession. L’égalité γ = − ω

B0
permet alors de connaître γ

que l’on sait relié au voisinage protique du noyau.
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Questions
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Hypothèse pour écrire proportionnalité entre moments magnétiques et cinétique ?
Cet proportionalité est vrai pour un niveau donné :

M = gJµBJ

Avec gJ paramétré par J ! Donc chaque état vérifie la proportionnalité mais le facteur n’est pas nécessai-
rement le même pour chaque état. b du Trémollet de Lacheisserie, Magnétisme 1 p.256
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